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Jan Kalinaa , Jurjen Duintjer Tebbensa,b
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Praha 8. bUniverzita Karlova v Praze, Farmaceutická fakulta v Hradci Krá-
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Abstract: The paper is devoted to standard multivariate statistical methods
for dimension reduction. Their common basis is the eigendecomposition (i.e.
computation of eigenvalues and eigenvectors) or, more generally, the singu-
lar value decomposition of specific matrices. These matrix decompositions
possess excellent properties from the point of view of numerical mathema-
tics. The paper overviews some results of numerical linear algebra on the
numerical stability of methods for the computation of these decompositions.
After that, it discusses various dimension reduction methods based on the
decompositions, like principal component analysis, correspondence analysis,
multidimensional scaling, factor analysis, and linear discriminant analysis for
high-dimensional data.
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Abstrakt: Článek je věnován standardńım mnohorozměrným statistickým
metodám pro redukci dimenze. Jejich společným rysem je spektrálńı roz-
klad určité matice (tj. výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u) anebo
obecněji singulárńı rozklad. Takové rozklady maj́ı vynikaj́ıćı vlastnosti z hle-
diska numerické matematiky. Tento článek shrnuje některé výsledky nume-
rické lineárńı algebry o numerické stabilitě metod pro výpočet popsaných roz-
klad̊u. Poté diskutuje možnosti použit́ı metod pro redukci dimenze založených
na těchto rozkladech jako analýzy hlavńıch komponent, korespondenčńı ana-
lýzy, mnohorozměrného škálováńı, faktorové analýzy a lineárńı diskriminačńı
analýzy v kontextu vysoce dimenzionálńıch dat.

Kĺıčová slova: Redukce dimenze, spektrálńı rozklad, numerická stabilita.

1. Problematika redukce dimenzionality

Redukce dimenze představuje d̊uležitý krok statistické analýzy či extrakce
informace z mnohorozměrných dat, který může být v př́ıpadě vysoce di-
menzionálńıch dat zcela nezbytný. Jednotlivé metody slouž́ı ke zjednodušeńı
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Metoda Vlastnosti
Analýza hlavńıch komponent Lineárńı Nesupervizovaná
Korespondenčńı analýza Lineárńı Nesupervizovaná
Mnohorozměrné škálováńı Nelineárńı Nesupervizovaná
Faktorová analýza Lineárńı Nesupervizovaná
Lineárńı diskriminačńı analýza Lineárńı Supervizovaná

Tabulka 1: Přehled statistických metod pro redukci dimenze

daľśıch analýz (jako např. klasifikačńı nebo shlukové analýzy) a současně i
umožňuj́ı př́ımo extrakci informace z dat, popisuj́ı rozd́ıly mezi skupinami,
odhaluj́ı dimenzionalitu separace mezi skupinami i vyjadřuj́ı př́ıspěvek jed-
notlivých proměnných k této separaci. Z anglicky psaných knih můžeme
k danému tématu doporučit [15, 28] anebo [16, 22], kde jsou tytéž metody
diskutovány sṕı̌se z hlediska dolováńı znalost́ı (data mining). Některé metody
pro redukci dimenze jsou popsány i v českých učebnićıch [2, 25, 33].

Metody pro redukci dimenze se někdy děĺı do dvou rozsáhlých skupin,
zejména v aplikaćıch dolováńı znalost́ı [22]:

1. Selekce proměnných (selekce př́ıznak̊u, variable selection, feature se-
lection, variable subset selection)

2. Extrakce př́ıznak̊u (feature extraction)

• Lineárńı

• Nelineárńı

Selekćı proměnných se rozumı́ výběr jen těch proměnných, které jsou re-
levantńı. Naproti tomu metody pro extrakci př́ıznak̊u nahrazuj́ı pozorovaná
data jejich kombinaćı. Jsou založeny na takovém zobrazeńı, které převád́ı
pozorovaná data z vysoce rozměrného prostoru do prostoru menš́ı dimenze.
Výpočty tak sice proběhnou v prostoru menš́ı dimenze, ale přesto je nutné
napozorovat hodnoty všech proměnných. Podle charakteru tohoto zobrazeńı
rozlǐsujeme metody lineárńı a nelineárńı [22].

Podle jiného kritéria děĺıme metody pro redukci dimenze na supervizované
a nesupervizované. Supervizovanými jsou takové, které jsou určeny pro data
pocházej́ıćı ze dvou nebo v́ıce skupin a současně využ́ıvaj́ı informaci o tom,
které pozorováńı patř́ı do které skupiny. To umožňuje zachovat oddělitelnost
mezi skupinami. Někteř́ı autoři varuj́ı, že kupř́ıkladu analýza hlavńıch kompo-
nent jako př́ıklad nesupervizovaných metod neńı vhodná pro redukci dimenze
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Metoda Vlastnost
Hierarchická shluková analýza Nesupervizovaná
k pr̊uměr̊u (k-means) Nesupervizovaná
k nejbližš́ıch soused̊u (k-nearest neighbour) Supervizovaná

Tabulka 2: Přehled metod shlukové analýzy

dat pocházej́ıćıch ze dvou nebo v́ıce skupin v situaci, kdy ćılem je klasifikačńı
analýza [7].

Společným rysem lineárńıch metod pro redukci dimenze je skutečnost,
že naleznou nejd̊uležitěǰśı transformace pozorovaných dat pomoćı nástroj̊u
lineárńı algebry a následně i nahrad́ı p̊uvodńı data těmito novými transformo-
vanými proměnnými. Všechny metody v tomto článku provád́ı transformaci
dat pomoćı výpočtu vlastńıch a/nebo singulárńıch vektor̊u. Přitom použit́ı
vlastńıch/singulárńıch vektor̊u zp̊usob́ı i nekorelovanost transformovaných
proměnných. Sńıžeńım počtu proměnných se sńıž́ı redundance v p̊uvodńıch
datech. Následná statistická analýza může profitovat ze sńıžeńı počtu stupň̊u
volnosti [30] a obecně lze ř́ıci, že sńıžeńım počtu uvažovaných proměnných
lze napravit pot́ıže se spolehlivost́ı závěr̊u.

Tento článek stručně popisuje klasické mnohorozměrné statistické metody
pro redukci dimenze uvedené v Tabulce 1 a věnuje se i jejich vhodnosti pro
vysoce dimenzionálńı data. V kapitole 2 shrneme metody lineárńı algebry,
které tvoř́ı společný základ r̊uzných statistických metod pro redukci dimenze.
Přitom pro vysoce rozměrná data je d̊uležitý i pohled numerické lineárńı al-
gebry, který se týká numerické stability výpočtu jednotlivých rozklad̊u matic.
Jednotlivé metody pro redukci dimenze jsou pak popsány ve zbývaj́ıćıch ka-
pitolách. Nejde přitom o vyčerpávaj́ıćı přehled poznatk̊u o klasických me-
todách, ale sṕı̌se o zamyšleńı nad jejich použitelnost́ı pro vysoce dimen-
zionálńı data, kdy počet proměnných p převyšuje počet pozorováńı n. Těmto
aspekt̊um se věnuje značná pozornost i v bioinformatice nebo analýze obrazu.

Mezi daľśı metody, které by si zasloužily pozornost, stoj́ı i shluková ana-
lýza, kterou lze také považovat za metodu pro redukci dimenze [16, 20]. Shlu-
ková analýza provád́ı pr̊uzkum dat s ćılem naj́ıt nějaké jejich shluky. Na rozd́ıl
od metod popsaných v tomto článku tedy neńı založena na převodu dat do
prostoru menš́ı dimenze za pomoci nějakého (lineárńıho či nelineárńıho) zob-
razeńı [22]. Přehled r̊uzných metod shlukové analýzy uvád́ı Tabulka 2. Mezi
daľśı postupy pro redukci dimenze patř́ı např́ıklad metoda locally linear em-
bedding anebo metoda self-organizing maps založená na neuronových śıt́ıch,
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což jsou metody obĺıbené např́ıklad při analýze obrazové informace [19].
V článku použ́ıváme následuj́ıćı označeńı: Jednotkovou matici o velikosti p

označ́ıme Ip, př́ıpadně I, pokud je dimenze jasná z kontextu. Prvek matice
M ∈ Rn×p na i-tém řadku a v j-tém sloupci ṕı̌seme jako mij . Dále zavedeme
značeńı

mi· =

n∑
j=1

mij , m·j =

p∑
i=1

mij , m·· =

n∑
i=1

p∑
j=1

mij . (1)

Normou vektoru i matice vždy rozumı́me euklidovskou normu.

2. Singulárńı a spektrálńı rozklad matice

Základem celé řady statistických metod pro redukci dimenze jsou sin-
gulárńı a spektrálńı rozklad matice. Oba pojmy se ve statistice často považuj́ı
za synonyma, ale v lineárńı algebře představuj́ı odlǐsné matematické kon-
cepty. V této sekci je poṕı̌seme postupně a uvedeme vlastnosti (většinou bez
d̊ukazu), které jsou pro nás d̊uležité. Pro odvozeńı, d̊ukazy a detailněǰśı popis
odkážeme na [32, kap. 4, 5 a 6] a [12, kap. 2.4, 7 a 8] anebo na české práce [11,
kap. 2] a [9, kap. 2 a 5]. Různé algoritmy pro výpočet rozklad̊u matic byly
popsány např. v přehledu výpočetńı statistiky [6]. Naproti tomu v této kapi-
tole klademe d̊uraz na numerickou stabilitu algoritmů, což je kĺıčová vlastnost
při aplikaćıch na vysoce rozměrná data.

2.1. Spektrálńı rozklad

Nejprve definujeme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory. Pro reálnou čtvercovou
matici A ∈ Rp×p nazveme č́ıslo λ ∈ C vlastńım č́ıslem (charakteristickým
č́ıslem, eigenvalue) matice A, pokud existuje nenulový vektor q ∈ Cp takový,
že Aq = λq. Vektor q nazveme vlastńım vektorem (eigenvector) matice A.
Každé vlastńı č́ıslo λ s př́ıslušným vlastńım vektorem q matice A zřejmě
splňuje vztah (A−λI)q = 0. Matice A−λI je proto singulárńı a jej́ı deter-
minant je nulový. Rovnice det(A−λI) = 0 představuje polynomiálńı rovnici
s neznámou λ. Jelikož každý nekonstantńı polynom má alespoň jeden kom-
plexńı kořen, v́ıme, že existuje vždy alespoň jedno vlastńı č́ıslo. Vlastńı č́ısla
reálné matice mohou být komplexńı, protože kořeny polynomu s reálnými
koeficienty jsou obecně komplexńı.

Z existence alespoň jednoho vlastńıho č́ısla vyplývá, že lze k danému
lineárńımu zobrazeńı z lineárńıho prostoru do stejného prostoru vždy naj́ıt
vektor, který při zobrazeńı neměńı sv̊uj směr. V př́ıpadě, kdy existuje ma-
ximálńı počet p návzájem lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u, zřejmě exis-
tuje báze prostoru Rp složená z vlastńıch vektor̊u. Matici A můžeme potom
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pomoćı této báze transformovat na jakýsi kanonický tvar, tj. na diagonálńı
matici, jej́ıž všechny vlastńı vektory jsou jednotkové vektory (sloupce jed-
notkové matice). Spektrálńı rozklad čtvercové matice A popisuje právě tuto
transformaci, a to ve tvaru

A = QΛQ−1, (2)

kde Λ je diagonálńı matice s vlastńımi čisly λ1, . . . , λp na diagonále. Rozeṕı̌se-
me-li ekvivalentńı vztah AQ = QΛ po sloupćıch, dostaneme

Aqi = λiqi, i = 1, . . . , p, (3)

kde qi znač́ı i-tý sloupec matice Q. Vid́ıme, že sloupce matice Q jsou tvořeny
vlastńımi vektory A.

Tř́ıdou matic, pro kterou spektrálńı rozklad vždy existuje, je tř́ıda sy-
metrických pozitivně semidefinitńıch matic. Empirická variančńı matice i
korelačńı matice patř́ı k této tř́ıdě. Pro symetrické pozitivně semidefinitńı
matice plat́ı, že všechna vlastńı č́ısla jsou reálná a nezáporná. Nav́ıc existuje
t́ım pádem vždy báze vlastńıch vektor̊u, které jsou navzájem ortogonálńı,

qT
i qj = 0, i 6= j, qT

i qi = 1, i = 1, . . . , p. (4)

V tomto př́ıpadě plat́ı QTQ = I, tedy Q−1 = QT a spektrálńı rozklad (2)
lze psát jako

A = QΛQT . (5)

2.2. Singulárńı rozklad

Singulárńı rozklad (singular value decomposition, SVD) je narozd́ıl od
spektrálńıho rozkladu definován pro libovolnou obdélńıkovou matici A ∈
Rn×p. Je-li r ≤ min{n, p} hodnost matice A, pak má tvar

A = UΣVT , (6)

kde U ∈ Rn×n a V ∈ Rp×p jsou ortonormálńı matice, tj. UTU = In a
VTV = Ip a matice Σ ∈ Rn×p má na prvńıch r diagonálńıch pozićıch prvky

σii > 0, i = 1, . . . , r (7)

a je nulová jinde. Č́ısla σii se nazývaj́ı singulárńı č́ısla a plat́ı, že se rov-
naj́ı odmocnině nenulových vlastńıch č́ısel matice AAT (i ATA). Jsou tedy
vždy reálná a kladná. Je konvenćı, aby singulárńı č́ısla byla na diagonále
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Σ uspořádana sestupně. Sloupce matice U obsahuj́ı takzvané levé singulárńı
vektory a jsou zároveň vlastńımi vektory matice AAT . Sloupce V se nazývaj́ı
pravé singulárńı vektory a jsou i vlastńımi vektory ATA. Neńı těžké vidět,
že pro symetrické matice (A = AT ) představuje spektrálńı a singulárńı roz-
klad totéž. V lineárńı algebře se pro symetrické matice použ́ıvá vždy pojem
spektrálńı rozklad, kdyžto statistická literatura použ́ıvá i pojem singulárńı
rozklad.

Ze singulárńıho rozkladu (6) dostaneme po jednoduchém (ale dlouhém)
rozepsáńı po prvćıch ekvivalentńı vyjádřeńı

A =

r∑
i=1

σiiuiv
T
i . (8)

Pro jednotlivé členy přitom plat́ı ‖σiiuiv
T
i ‖ = σii a tud́ıž

‖σ11u1v
T
1 ‖ = σ11 ≥ ‖σ22u2v

T
2 ‖ = σ22 ≥ · · · ≥ ‖σrrurv

T
r ‖ = σrr. (9)

Ve vztahu (8) nahĺıž́ıme na matici A jako na součet celkového počtu r kom-
ponent. Jde vlastně o ekvivalentńı vyjádřeńı pozorovaných dat v̊uči jiným or-
tonormálńım bázim. Lze ř́ıci, že komponenty př́ıslušné největš́ım singulárńım
č́ısl̊um maj́ı v pozorovaných datech největš́ı váhu.

Statistické metody pro redukci dimenze založené na singulárńım (popř.
pro symetrické pozitivně semidefinitńı matice spektrálńım) rozkladu určité
matice A lze interpretovat i tak, že samotnou matici A nahrad́ı aproximaćı
podle

A ≈
s∑

i=1

σiiuiv
T
i , (10)

v němž s < r. To znamená, že se zcela ignoruje vliv takových komponent
z (8), které př́ısluš́ı nejmenš́ım (a tedy v určitém smyslu nejméně d̊uležitým)
singulárńım č́ısl̊um.

2.3. Numerické vlastnosti

Singulárńı rozklad je velmi silný nástroj nejen z teoretického hlediska, ale
i výpočetně, pakliže je správně implementován. Standardńı metoda pro jeho
výpočet je sice dražš́ı (ale ne řádově) než metody pro jiné rozklady jako např.
LU rozklad (Gaussova eliminace), ale ze všech rozklad̊u si nejlépe dokáže
poradit v situaćıch, kdy daná matice je singulárńı nebo téměř singulárńı.
Např́ıklad určeńı hodnosti matice je v řadě př́ıpad̊u možné jen pomoćı SVD.
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Správná implementace SVD je totiž schopná naj́ıt veškerá singulárńı č́ısla
včetně těch nejmenš́ıch s přesnost́ı stejnou jako strojová přesnost [3].

Nav́ıc singulárńı (v symetrickém pozitivně semidefinitńım př́ıpadě spek-
trálńı) rozklad lze spoč́ıst tzv. zpětně stabilně. To znamená, že existuj́ı metody
pro SVD dané matice A, které spočtou v konečné aritmetice vždy rozklad,
který je přesným rozkladem (tj. rozkladem v přesné aritmetice) pro matici
velmi bĺızkou p̊uvodńı matice A. Zd̊urazńıme, že tato vlastnost neńı vlast-
nost́ı singulárńıho rozkladu, ale vlastnost́ı metody jej́ıho výpočtu.

Na výběru nejvhodněǰśı metody maticového výpočtu velice zalež́ı. Ty-
pickým př́ıkladem je řešeńı problému nejmenš́ıch čtverc̊u

min
x∈Rp

‖Ax− b‖, A ∈ Rn×p, b ∈ Rn, n > p. (11)

Matematicky přesným řešeńım je x = A†b, kde A† je Mooreova-Penroseova
pseudoinverze k matici A. Naivńı př́ıstup spoč́ıvá v tom, že se násob́ı in-
verze matice ATA s vektorem ATb. Jsou-li sloupce matice A téměř lineárně
závislé, pak může doj́ıt k obrovským chybám při výpočtu (ATA)−1. Vhodná
implementace založená na SVD využ́ıvá vzorec

x = A†b = VΣ†UTb =

r∑
i=1

uT
i b

σii
vi (12)

obdobný vzorci (8), přičemž výpočet SVD je numericky stabilńı.
Pro nejstabilněǰśı a často zároveň nejrychleǰśı maticové metody dopo-

ručujeme sofware Matlab [23], který obsahuje nejmoderněǰśı implementace
maticových metod př́ımo od vědecké komunity numerické lineárńı algebry,
tedy komunity, která se specializuje právě na efektivńı (computationally ef-
ficient) maticové výpočty. Alternativně lze použ́ıt populárńı statistický soft-
ware R [26], který je narozd́ıl od Matlabu zdarma. I když samotné metody
maticového počtu byly již dávno podrobně popsány v statistické literatuře
[27], zat́ım se jim věnovalo málo pozornosti z numerického hlediska a neńı
ani vždy zaručeno, že metody jsou efektivně implementovány v R. To plat́ı
zejména pro práci s vysoce dimenzionálńımi daty.

Výpočet singulárńıho rozkladu čtvercové matice velikosti p stoj́ı přibližně
16/3 · p3 aritmetických operaćı. Pro vysoce dimenzionálńı data (např. p ≥
10 000) obecně plat́ı, že výpočet nelze provést v rozumném čase anebo docháźı
k vyčerpáńı uložného prostoru v paměti poč́ıtače. Často jsou data však ř́ıdká,
tzn. mnoho prvk̊u dané matice je nulových, což může výpočet usnadnit. Exis-
tuj́ı iteračńı metody, které vyžaduj́ı v každé iteraci jen jedno poměrně levné
násobeńı vektoru s danou ř́ıdkou matićı. Výsledkem iteračńıho procesu jsou
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aproximace singulárńıch č́ısel a vektor̊u s t́ım, že zpravidla nejrychleji konver-
guj́ı největš́ı singulárńı č́ısla. Takový postup je pro redukci dimenze vhodný
vzhledem k (10) a často i umožňuje vyhnout se regularizaci [16, 10].

3. Analýza hlavńıch komponent

Analýza hlavńıch komponent (PCA, principal component analysis) před-
stavuje nejčastěji použ́ıvanou metodu pro redukci dimenze. Předpokládáme,
že máme k dispozici nezávislé stejně rozdělené p-rozměrné náhodné vektory
X1, . . . ,Xn ∈ Rp.

Metoda je založena na spektrálńım rozkladu empirické variančńı matice

S =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Xi − X̄)T ∈ Rp×p, (13)

kde X̄ označ́ı vektor výběrového pr̊uměru. Tato matice je symetrická a po-
zitivně semidefinitńı s nezápornými vlastńımi č́ısly. Hodnost S je nejvýše
min{n, p}. Protože součet vlastńıch č́ısel matice je roven součtu jejich dia-
gonálńıch prvk̊u (tj. jej́ı stopě), je v př́ıpadě variančńı matice roven součtu
rozptyl̊u jednotlivých proměnných.

Ćılem analýzy hlavńıch komponent je nahradit p-rozměrná pozorováńı
malým počtem s (s < min{n, p}) hlavńıch komponent, které představuj́ı
navzájem nekorelované lineárńı kombinace naměřených proměnných vysvět-
luj́ıćı velkou (maximálńı možnou) část variability dat [2]. Hlavńı komponenty
lze interpretovat i tak, že jednotlivé naměřené pozorováńı se skládá z pr̊uměru
spoč́ıtaného přes všechna pozorováńı plus nějaká lineárńı kombinace všech
jednotlivých hlavńıch komponent. Přitom existuj́ı r̊uzná doporučeńı, jak volit
vhodnou hodnotu s.

Analýza hlavńıch komponent promı́tá jednotlivá pozorováńı Xi na pod-
prostor generovaný s vlastńımi vektory q1, . . . ,qs matice S, které př́ısluš́ı
největš́ım vlastńım č́ısl̊um,

Xi −→ [q1, . . . ,qs][q1, . . . ,qs]
TXi. (14)

Následuj́ıćı výpočty pak prob́ıhaj́ı v prostoru malé dimenze generovaném vek-
tory q1, . . . ,qs a mı́sto Xi se pracuje s lineárńı kombinaćı

[q1, . . . ,qs]
TXi, (15)

tedy se skalárńımi součiny s vlastńımi vektory q1, . . . ,qs. Př́ıspěvek i-té
hlavńı komponenty (i = 1, . . . , p), tj. komponenty př́ıslušné i-tému největš́ımu
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vlastńımu č́ıslu, k vysvětleńı celkové variability v datech přitom vyjádř́ıme
jako

λi∑p
j=1 λj

, (16)

kde λ1, . . . , λp jsou vlastńı č́ısla matice S. Alternativně lze poč́ıtat hlavńı kom-
ponenty z empirické korelačńı matice, což se doporučuje sṕı̌se jen v př́ıpadě
velkých odlǐsnost́ı ve variabilitě jednotlivých proměnných [28].

Výpočet hlavńıch komponent lze provést numericky stabilně i pro vysoce
dimenzionálńı data (n � p). V softwaru je však možné narazit na tako-
vou implementaci, která pro n � p selhává. V softwaru R jsou k dispozici
specializované knihovny HDMD či FactoMineR pro výpočet (nejen) hlavńıch
komponent pro vysoce dimenzionálńı data, které lze doporučit před běžnými
implementacemi [24].

4. Korespondenčńı analýza

Korespondenčńı analýza představuje obdobou analýzy hlavńıch kompo-
nent pro kategoriálńı data [14, 25, 28]. Někteř́ı autoři ji poněkud překvapivě
označuj́ı i jako korespondenčńı faktorovou analýzu [13].

Tzv. jednoduchá korespondenčńı analýza studuje vztah mezi dvěma ka-
tegoriálńımi proměnnými. Označme pomoćı N ∈ RI×J kontingenčńı tabulku
pozorovaných četnost́ı nij s I řádky a J sloupci. Pomoćı χ2 budeme značit
testovou statistiku Pearsonova χ2 testu nezávislosti (nebo homogenity) pro
stanoveńı vztahu mezi sloupci a řádky. Dejme tomu, že χ2 test zamı́tá nu-
lovou hypotézu nezávislosti mezi kategoriálńı proměnnou v řádćıch tabulky
a kategoriálńı proměnnou v jej́ıch sloupćıch. Ćılem korespondenčńı analýzy
je dále redukovat mnohorozměrný prostor řádkové a sloupcové proměnné a
prostudovat interakci mezi oběma proměnnými.

Statistika χ2 se obvykle poč́ıtá jako

χ2 =

I∑
i=1

J∑
j=1

(
nij −

ni·n·j
n··

)2/
ni·n·j
n··

. (17)

To lze napsat pomoćı relativńıch četnost́ı pij = nij/n·· jako

χ2 = n··

I∑
i=1

J∑
j=1

(pij − pi·p·j)2 /pi·p·j . (18)

Matice P, jej́ıž prvky jsou relativńı četnosti pij , se v tomto kontextu označuje
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jako korespondenčńı matice. Daľśı zápisy téhož jsou

χ2 = n··

I∑
i=1

pi·

J∑
j=1

(
pij
pi·
− p·j

)2

/p·j = n··

J∑
j=1

p·j

I∑
i=1

(
pij
p·j
− pi·

)2

/pi· ,

(19)
kde č́ısla tvaru pij/pi· a pij/p·j jsou prvky tzv. profil̊u.

Řádkové a sloupcové profily jsou definovány jako

ri =

(
ni1
ni·

, . . . ,
niJ
ni·

)T

=

(
pi1
pi·
, . . . ,

piJ
pi·

)T

, (20)

cj =

(
n1j
n·j

, . . . ,
nIj
n·j

)T

=

(
p1j
p·j

, . . . ,
pIj
p·j

)T

, (21)

a jejich pr̊uměry

c = (p·1, . . . , p·J)
T
, r = (p1·, . . . , pI·)

T
. (22)

Ze vztahu (19) dostaneme

χ2 = n··

I∑
i=1

pi·(ri− c)TD−1c (ri− c) = n··

J∑
j=1

p·j (cj − r)TD−1r (cj − r), (23)

kde Dr = diag(r), Dc = diag(c) a diag znač́ı diagonálńı matici. Zřejmě

plat́ı
∑I

i=1 pi· =
∑J

j=1 p·j = 1 a testovou statistiku χ2 lze tedy interpre-

tovat jako vážený pr̊uměr χ2 vzdálenost́ı mezi řádkovými pr̊uměry ri a jejich
pr̊uměrem c anebo jako vážený pr̊uměr χ2 vzdálenost́ı mezi sloupcovými
pr̊uměry cj a jejich pr̊uměrem r. V rámci redukce mnohorozměrného pro-
storu lze vzorec (18) s využit́ım toho, že č́ısla pij − pi·p·j jsou prvky matice
P− rc′, vyjádřit jako

χ2 = n··tr
[
D−1r (P− rcT )D−1c (P− rcT )T

]
, (24)

kde tr znač́ı stopu matice. Jsou-li λ21, . . . , λ
2
r nenulová vlastńı č́ısla matice

D−1r (P− rcT )D−1c (P− rcT )T , (25)

pak s využit́ım věty o stopě máme

χ2 = n··

r∑
i=1

λ2i . (26)
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Daľśı výpočty pak vedou ke grafickému znázorněńı vztah̊u mezi řádky a
sloupci kontingenčńı tabulky za pomoci redukce dat do dvou dimenźı [25].
Potřebné dvě hlavńı komponenty jsou přeškálovanými levými a pravýmı́ sin-

gulárńımi vektory v SVD rozkladu matice D
−1/2
r (P−rcT )D

−1/2
c , pro kterou

lze dokázat, že má singulárńı č́ısla λ1, . . . , λr. Tyto dvě hlavńı komponenty
př́ısluš́ı vlastńım č́ısl̊um λ21 a λ22 matice (25) a jejich př́ıspěvek k vysvětleńı
všech dimenźı lze vyjádřit jako pod́ıl

λ21 + λ22∑r
j=1 λ

2
j

, (27)

kde
∑r

i=1 λ
2
i = χ2/n·· se nazývá celková inercie. Zde je na mı́stě upozor-

nit na daľśı nekonzistenci mezi terminologíı ve statistice a lineárńı algebře.
Inercie v lineárńı algebře je pojem spojený s počty (a ne součty) vlastńıch
č́ısel, přesněji jde o počty záporných, nulových a kladných vlastńıch č́ısel.
Celková inercie

∑r
i=1 λ

2
i = χ2/n·· je obĺıbenou mı́rou asociace mezi dvěma

kategoriálńımi proměnnými, která se běžně označuje jako φ (koeficient f́ı) [1].
Inercie odpov́ıdá stupni rozptýleńı bod̊u v mnohorozměrném prostoru a rovná
se váženému pr̊uměru χ2 vzdálenost́ı řádkových profil̊u od svého pr̊uměru.

Jednotlivé úrovně řádkové i sloupcové proměnné se zobrazuj́ı do jediného
společného grafu. Vodorovné ose v grafu odpov́ıdá prvńı hlavńı komponenta a
svislé ose druhá hlavńı komponenta transformovaných dat. Řádky zobrazené
bĺızko u sebe pak maj́ı podobné profily a obdobně i sloupce zobrazené bĺızko
sebe.

Současně plat́ı, že bod odpov́ıdaj́ıćı konkrétńımu řádku a bod odpov́ıdaj́ıćı
konkrétńımu sloupci jsou si bĺızko tehdy a jen tehdy, když se daná kom-
binace objevuje častěji, než by se očekávalo v modelu nezávislosti. Polohy
bod̊u tak vyjadřuj́ı asociaci mezi konkrétńımi úrovněmi řádkového a sloup-
cového profilu a tato asociace se označuje jako stupeň korespondence. Gra-
fický výstup tedy hodnot́ı rozd́ıl pozorované tabulky četnost́ı oproti situ-
aci, kdyby platil model nezávislosti mezi oběma proměnnými. To následně
umožňuje např. shlukováńı kategoríı nominálńıch proměnných.

Zobecněńım na v́ıce než dvě kategoriálńı proměnné je mnohorozměrná
korespondenčńı analýza, kterou podrobně studuje kniha [29]. Korespondenčńı
analýza je numericky stabilńı i pro vysoce dimenzionálńı data [5].

5. Mnohorozměrné škálováńı

Mnohorozměrné škálováńı (v́ıcerozměrné škálováńı) je metoda pro re-
dukci dimenze mnohorozměrných dat a jejich grafické zobrazeńı, které co
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možná nejpřesněji zachová vzdálenosti mezi pozorováńımi. Nejčastěji se jedná
o dvourozměrnou vizualizaci [22], tedy o redukci dimenzionality dat do dvou
dimenźı.

Předpokládejme, že jsou k dispozici mnohorozměrná spojitá data měřená
na n objektech. Metoda pak pracuje s matićı euklidovských vzdálenost́ı mezi
objekty. Metodu však lze použ́ıt i v př́ıpadě, že jsou k dispozici pouze vzdále-
nosti mezi objekty, zat́ımco p̊uvodńı naměřené hodnoty nejsou známy. Jinou
možnost́ı je situace, kdy jsou naměřeny sṕı̌se podobnosti mezi objekty, pokud
je lze snadno převést na nepodobnosti (vzdálenosti).

Nejjednodušš́ım př́ıpadem je tzv. klasické mnohorozměrné škálováńı, které
se též označuje jako analýza hlavńıch souřadnic (též analýza hlavńıch ko-
ordinát, principal coordinate analysis). To představuje lineárńı metodu pro
redukci dimenze [22]. Necht’ δij představuje vzdálenost mezi i-tým a j-tým
pozorováńım a necht’ D ∈ Rn×n znač́ı symetrickou čtvercovou matici s prvky

dij = −1

2
δ2ij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n. (28)

Pomoćı C ∈ Rn×n označ́ıme symetrickou čtvercovou matici s prvky cij , kde
pro i, j = 1, . . . , n,

cij = dij − (di· − d··)− (d·j − d··) = dij − di· − d·j + d·· . (29)

Klasické mnohorozměrné škálováńı je založeno na spektrálńım rozkladu ma-
tice C, která je pozitivně semidefinitńı [15]. Vlastńı vektory př́ıslušné právě
dvěma největš́ım vlastńım č́ısl̊um poslouž́ı k transformaci souřadnic dat a
jejich následnému grafickému zobrazeńı [25].

Důležitou roli hraje i metrické mnohorozměrné škálováńı, které umožňuje
transformovat vzdálenosti pomoćı monotónńı funkce, a je tedy nelineárńı me-
todou pro redukci dimenze. Výpočet je pak založen na iterativńım řešeńı mi-
nimalizace ztrátové funkce, která vyjadřuje odlǐsnost mezi transformovanými
vzdálenostmi (po redukci dimenze) a p̊uvodńımi naměřenými vzdálenostmi.
Kromě toho existuje nemetrické (ordinálńı) mnohorozměrné škálováńı, které
bylo podrobněji popsáno např. v knihách [25, 22].

Obecně lze mnohorozměrné škálováńı popsat jako soubor mnoha r̊uzných
metod a algoritmů. Přitom jsou některé z nich vhodné i pro analýzu vysoce
dimenzionálńıch dat. V tomto kontextu se za nejvhodněǰśı považuj́ı právě
algoritmy založené na singulárńım rozkladu [4].

6. Faktorová analýza

Faktorová analýza je založena na předpokladu, že lze pozorovaná data
vysvětlit pomoćı malého počtu latentńıch proměnných (faktor̊u) [2, 33]. Před-
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stavuje častý nástroj při vyhodnocováńı psychologických test̊u či v ekonomii.
Faktorová analýza vzbuzuje určité kontroverze i kv̊uli problematické inter-
pretaci vzniklých faktor̊u.

Model faktorové analýzy pro i-té pozorováńı zaṕı̌seme jako

Xi1 − µ1 = γ11fi1 + · · ·+ γ1tfit + ei1,

...
...

Xip − µp = γp1fi1 + · · ·+ γptfit + eip, (30)

kde i = 1, . . . , n. Pozorováńı Xi = (Xi1, . . . , Xip)T zde vysvětlujeme pomoćı
latentńıch faktor̊u fi1, . . . , fit, parametr̊u µi, . . . , µp a γ11, . . . , γpt a šumu
ei1, . . . , eip. Model můžeme vyjádřit maticově jako

Xi − µ = Γfi + ei, i = 1, . . . , n. (31)

Oproti analýze hlavńıch komponent se nepředpokládá, že by latentńı proměn-
né vysvětlily veškerou variabilitu pozorovaných dat. Část variability jednot-
livé proměnné, která je vysvětlena latentńımi proměnnými, se označuje jako
komunalita.

Nyńı stručně poṕı̌seme možný zp̊usob pro odhad parametr̊u v (30). Označ-
me pomoćı S empirickou variančńı matici spoč́ıtanou ze všech pozorováńı
X1, . . . ,Xn. Předpokládá se, že S = ΓΓT + var e a že matice var e je dia-
gonálńı. Dı́ky tomu se odhadnou mimodiagonálńı prvky matice T = S−var e
př́ımo pomoćı mimodiagonálńıch prvk̊u S. Pokud jde o diagonálńı prvky T,
lze je odhadnout iteračńım postupem [2]. T́ım se źıská odhad celé matice T
a dále se hledá taková matice Γ, která splňuje vztah ΓΓT = T. Kompli-
kaćı je i to, že také pro matici Γ∗ = ΓU plat́ı Γ∗Γ∗T = T, pokud U je
(libovolná) ortonormálńı matice. To znamená, že latentńı proměnné nejsou
určeny jednoznačně. Byly navrženy r̊uzné metody pro odhad matice Γ:

1. Metoda hlavńıch komponent

2. Metoda hlavńıch faktor̊u

3. Iterovaná metoda hlavńıch faktor̊u

4. Metoda maximálńı věrohodnosti

5. Metoda minimalizace rezidúı

Metodu hlavńıch komponent pro odhad parametr̊u ve faktorové analýze
lze nast́ınit pomoćı spektrálńıho rozklad matice T ve tvaru

T = QΛQT . (32)
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Označme napřed pomoćı Qt matici obsahuj́ıćı prvńıch t sloupc̊u Q a po-

moćı Λ
1/2
t diagonálńı matici, jej́ıž diagonálńı prvky jsou rovny odmocninám

t prvńıch diagonálńıch prvk̊u matice Λ. Matice Γ se pak urč́ı jako

Γ = QtΛ
1/2
t . (33)

Alternativně lze matici S nahradit empirickou korelačńı matićı [28].
Pro vysoce dimenzionálńı data (n � p) lze faktorovou analýzu použ́ıt,

pokud se zvoĺı vhodná metoda pro odhad matice Γ. Často použ́ıvaná metoda
maximálńı věrohodnosti zde však selhává. Vhodně implementovanou metodu
nab́ıźı např. knihovna HDMD v softwaru R.

7. Lineárńı diskriminačńı analýza

Přestože lineárńı diskriminačńı analýza (LDA) představuje klasifikačńı
metodu, lze ji interpretovat jako metodu, která již v sobě automaticky zahr-
nuje supervizovanou redukci dimenze [22].

Předpokládejme, že máme k dispozici celkový počet K r̊uzných skupin,
v nichž jsou pozorovány nezávislé p-rozměrné náhodné veličiny X1, . . . ,Xn

pocházej́ıćı z p-rozměrného normálńıho rozděleńı. Předpokládáme, že každé
skupině př́ısluš́ı odlǐsný vektor středńıch hodnot, ale variančńı matice Σ
je společná pro všechny skupiny. Jej́ı odhad označ́ıme jako S. V k-té sku-
pině označ́ıme výběrový pr̊uměr pozorovaných dat jako X̄k a celkový pr̊uměr
např́ıč skupinami jako X̄. LDA zařad́ı nové pozorováńı do té skupiny, k jej́ımuž
pr̊uměru má nejbĺıž ve smyslu Mahalanobisovy vzdálenosti.

Ekvivalentně lze výpočet LDA založit na tzv. diskriminačńıch skórech,
kterých je právě s = min{K − 1, p}. Tento př́ıstup se typicky využ́ıvá v soft-
warových implementaćıch [18, 8]. Matice B o rozměrech p× p je definovaná
jako

B =

K∑
k=1

(X̄k − X̄)(X̄k − X̄)T . (34)

Daľśı výpočet je založen na spektrálńım rozkladu matice S−1B. Diskrimi-
načńı skóry se rovnaj́ı těm hlavńım vektor̊um S−1B, které př́ısluš́ı nenulovým
vlastńım č́ısl̊um.

Věta: Uvažujme p-rozměrné pozorováńı Z. Označme vlastńı vektory matice
S−1B př́ıslušné nenulovým vlastńım č́ısl̊um jako v1, . . . ,vs. Pak lineárńı dis-
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kriminačńı analýza klasifikuje pozorováńı Z do skupiny k právě tehdy, když

s∑
j=1

[
vT
j (Z− X̄k)

]2 ≤ s∑
j=1

[
vT
j (Z− X̄i)

]2
, i = 1, . . . ,K. (35)

Důkaz je uveden např. v knize [18]. Důsledkem věty je pak následuj́ıćı
tvrzeńı, které ukazuje, jak LDA speciálně pro K = 2 redukuje dimenzi na
hodnotu 1.

Věta: Uvažujme K = 2 a mějme k dispozici p-rozměrné pozorováńı Z. Pak má
matice S−1B jediné nenulové vlastńı č́ıslo, jemuž př́ısluš́ı vlastńı vektor, který
označ́ıme v. Předpokládejme dále vT X̄1 > vT X̄2. Lineárńı diskriminačńı
analýza klasifikuje pozorováńı Z do skupiny 1 právě tehdy, když

vTZ >
vT X̄1 + vT X̄2

2
. (36)

Pokud však plat́ı vT X̄1 < vT X̄2, lineárńı diskriminačńı analýza klasifikuje
Z do skupiny 1 právě tehdy, když

vTZ <
vT X̄1 + vT X̄2

2
. (37)

Pro vysoce dimenzionálńı data za předpokladu n� p trṕı lineárńı diskri-
minačńı analýza tzv. proklet́ım dimenzionality. Při výpočtu diskriminačńıch
skór̊u je velmi obt́ıžné nejprve spoč́ıtat potřebná vlastńı č́ısla, přičemž od-
pov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory nemuśı v tomto kontextu ani být definovány [10].
Možným řešeńım je použ́ıt regularizovaný odhad variančńı matice [16] anebo
vhodně modifikovat Fisherovo optimalizačńı kritérium, které stoj́ı v pozad́ı
metody LDA a vyžaduje výpočet vlastńıch č́ısel matice S−1B [10].
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